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1. Consideriamo un operatore ellittico del secondo ordine in 
n (co) 
forma di divergenza L = ED 9; (a;; 9;)» dove a;; Td; € L_(Q), 2 
essendo un aperto di R'. fi ben noto ([121), allora, il seguente risul 
tato (diseguaglianza di Harnack): 
Supponiamo 9 connesso e sia ue uioÈ (2), u > 0 soluzione 
debole di Lu = 0; allora per ogni compatto Kc 2, esiste Ck > 0 lindi- 


pendente da u) tale che 


(1.a) SUPU SC inf u. 
K Ko_K 

Supponiamo ora che la forma quadratica associata a L possa de 

generare in ®; supponiamo cioè che 

n 

3: a;; (x) E; E; 20V (x,g)E 2x R". ci si chiede se possa sussiste 
i,j=l 
re una diseguaglianza analoga a (1.a) per le soluzioni deboli (convenien- 
temente definite). 

I] problema è stato considerato da numerosi autori: si veda- 
no, ad esempio, [10], [14], [9], [2], [3]e [1] per un operatore a coeffi 
cienti C° che soddisfi 1a condizione di ipoellitticità di Hòrmander. Tut 
tavia, nei risultati contenuti nel primo gruppo di lavori, viene richie- 
sta qualche forma di sommabilità sull'inverso del più piccolo autovalore 
Vipera 
quali il più piccolo autovalore è fortemente degenere o, addirittura, nul 


della matrice A(x) = ( 3 ciò esclude operatori per i 
lo identicamente. 

In questo seminario presenterò alcuni risultati ottenuti in 
collaborazione con E. Lanconelli ([5]el 7]): una condizione di tipo 
"geometrico" sull'operatore che permetta di provare (1.a) per una classe 
d'operatori ellittici degeneri che contiene, in particolare, operatori a 


coefficienti non regolari per i quali il più piccolo autovatore della for 
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ma quadratica è identicamente nullo. Premettiamo alcune considerazioni 
che servono a giustificare e a illustrare questo metodo. 

11 primo punto consiste nell'osservare che, grazie a un ri- 
sultato di Bombieri-Moser (131), la disuguaglianza di Harnack per 1'ope- 


ratore L è conseguenza delle due diseguaglianze seguenti: 


(1.b) ap > 2 tale che, vz,€ A, esistono un intorno V di z, e una 

costante C = C(V,p) > 0 tali che 

P 
fu; LPCMI S CES (AG) Vu), vu(x) > + |u(x)|5)!/% 
2 
1 
vue Co, (9); 

(1.c) sia X e Q un punto fissato. Esistono allora 


Py 70 0,70 (o 2 0)» C > 0 tali che 


(o) 


f. |u - u Lax)? 
B(x,p) P 


VUE ca), Vp Spy , dove U, 


IN 


cf © <AGVU(x), Vulx) > dx 
B(x:0;) 


= Tal __udx (B(x,6) è la sfera di contro x e raggio 
B(x,0) 


8 > 0 e u la misura di Lebesgue). 


La diseguaglianza (1.b) è, essenzialmente, una immersione 1o- 
cale dello "spazio delle soluzioni deboli" in un conveniente (i con p > 2, 
analoga al classico teorema di Sobolev per il caso ellittico. La disegua- 
glianza (1.c) è, invece, una diseguaglianza di Poincaré "grezza"; grez- 


za in quanto non si dà una dipendenza di Po e C da p (nel caso ellittico 


Po = CP eC=c dana. Osserviamo inoltre che è impreciso parlare di 


"spazio delle soluzioni deboli" per la scarsa regolarità della matrice A; 
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è possibile comunque dare una formulazione corretta nel caso generale. 

Osserviamo infine che il passaggio da (1.b) e (1.c) alla di- 
seguaglianza di Harnack non è immediato, ma richiede un adattamento det 
la tecnica iterativa di Moser al caso degenere ([11]), oltre al vero e 
proprio lemma di Bombieri-Moser (v. appendice A); più precisamente, si 
tratta di sostituire la norma del gradiente ordinario con la..norma del 
gradiente degenere « A(x) Vu(x), Vu(x) se 

Ora, supponiamo per un momento che la matrice A sia sufffcien 
temente regolare (sia, ad esempio, c1); è possibile allora associare al 
la matrice A una metrica in modo naturale (ciò è stato illustrato in 
[6]): dati x,y € 2 possiamo definire distanza d(x,y) il tempo minimo ne- 
cessario per andare da x a y lungo una curva y sub-unitaria nel senso di 
[4], tale cioè che vee R" <4(t), € > << A(y(t))E,E > vt faltre de- 
finizioni equivalenti sono esposte in [6]). Se L è ellittico, allora d 
è equivalente a una metrica riemanniana. Nel caso generale, sotto ipote- 
si molto naturali, si è visto in [6] che la metrica d può essere conside- 
rata come una metrica riemanniana singolare; si potrebbe dunque pensare 
di utilizzare questa analogia per dimostrare Je disuguaglianze (1.b) e 
(1.c) utilizzando delle "coordinate geodetiche". Purtroppo, le "geode- 
tiche" della metrica d hanno un comportamento per vari aspetti "patolo- 
i. infatti, anche nei casi più regolari, viene a mancare 1' iniettivi 

à ([61) e Ja regolarità ([81). L'idea fondamentale del nostro lavoro ‘ 

(che è formalizzata nella definizione di struttura sub-riemanniana data 
più avanti) è quella di sostituire le geodetiche con delle famiglie ab- 
bastanza ricche di curve "subgeodetiche", di curve cioè che sono sub-uni 


tarie rispetto all'operatore. 
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2. Sia a>0 e vxe 2 sia B(x) una matrice reale simmetri- 
ca n x n tale che < B(x) E,E> 20 v (x, E)E Lx R"; diremo che B 
definisce una struttura a-sub-riemanniana su 92 se V 2 € Q esiste un in- 
torno V di zo? un vettore Yo € R", fi (E “> (Si R, e una applicazione di 


glasse b' (t.,y.z) + x(t,y,z) da [0,t] x B(Y;> FP) xV a 9 tali che: 


(2.a) vzevV,vye B(Y;»1) La curva t > x(t,y,z) è sub-unitaria ni 
spetto a B (cioè < 2e(t,y,2), E > << B(x(t,y,z))E, E > 


VEE gi vVte to,t_!) e x(0,y,z) = 2} 


(2.b) vze VV, vt e Jo,t, ], L'applicazione y + x(t.,y,z) è Metti 
va in B(yo® r); 
(2.c) yvzevV, vye BY? rl, vt el O,t_» 


(0) 


ct. 


IN 


dx 
det 3y (t,y.z) 


Per comprendere meglio la ragione della definizione data, 
supponiamo che B sia strettamente positiva e dipenda da x in modo abba- 
stanza regolare; in questo caso la metrica < B(x) le, € > definisce una 
struttura riemanniana su 9. E' allora facile vedere che, se exp, è l'ap- 
plicazione esponenziale usuale nel punto z, la famiglia di curve geode- 
tiche t + exp_ (ty) = x(t,y,z) soddisfa (2.a), (2.b) e (2.c). Infatti la 
curva t + x(t,y,z) è sub-unitaria in quanto proiezione su Q dèlla solu- 
zione del sistema hamiltoniano associato a H(x,p) = ; < B(x)d » p > con 
dati di Cauchy x(0) = z, p(0) = 2(8(2)) ly. Qui a = n. 

Osserviamo inoltre che, se B è una matrice n x p'limitata e 
continua e $: [0,T] I, è una funzione continua tale che |g| £ 1, allo- 


ra ogni curva integrale del sistema % = B(x)d(t) è sub-unitaria per la 
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matrice BB, poiché vg e d; <X(t), € È = < B(x(t))o(t), € w# £ 
5 10(e)1" l'BOx(t)) 1° s < (Bt8)(x(t)) E, E >. Se poi n = pe se suplé] 
è abbastanza piccolo, x(-) è anche sub-unitaria per B. In particolare, se 


B è abbastanza regolare, ogni soluzione del sistema hamiltoniano % = 


=, g=- Di » dove H(x,E) = < B(x)'B(x)E, E > (oppure H(x,£€) 


= < B(x)E, E > se n = p) è sub-unitaria rispetto a BÙg (rispetto a B) se 


|E(0)] è abbastanza piccolo. 


Definiamo ora la classe di operatori differenziali per la 


quale vengono provate (1.b) e (1.0) Sia 


un operatore differenziale del secondo ordine in forma di divergenza, do 
ve E = dai e Ly i.j = 1,...,n. Supporremo che 
(2.d) esiste una matrice continua B = tg 2 0 tale che, v 


x € 2,B(x) < A(x) e che definisce una struttura a-sub-riemannia 


na s5u A per un a > 0 conveniente. 


(Potremmo anche considerare termini di arde inferiore nel 


l'operatore, potremmo cioè raggiungere un termine » di da dove b = 
j=1 
= (b,3...3b,) è tale che esiste 08 > 0, tale che 8b(x) è sub-unitario ri- 
Spetto ad A(x) q.d. in Q). 
Osserviamo esplicitamente che la forma di L e l'ipotesi (2.d) 
sono invarianti per cambiamenti di variabili c'. Infatti, se g:2+09' è 


3 
det ax] #02 8 x(t.,y,z) 


è una famiglia di applicazioni che verifica (2.a), (2.b) e (2.c) relati- 


un diffeomorfismo di classe c! tale che 0 < c, £ 
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vamente alla matrice B, la famiglia X(t,y,0(z)) = $(x(t,y,z)) verifica 


le stesse proprietà rispetto a dipl de) o). 


Mostriàmo qualche Mai di operatore che soffisfa (2.d) 


Esempio 2.1. Se L è strettamente ellittico, allora esiste X > 0 


tale che xe] 4 La aj; E; E; q.d. ina VEE R". Basta allora 
i,j 
scegliere B = xi I ex(t.,y,z) = z + Aty, con |y| 31 (qui a = n). 


Osservazione 2.2. Supponiamo che la forma quadratica associa- 


ta a L verifichi la diseguaglianza 


n 


n 
Daze; = La; 
la j ° 
i,j=1 j=1 
VE € R" q.d. in 9, dove le di sono funzioni reali non negative di clas 
se ca). Sia x(t,z,y) la soluzione del problema di Cauchy k; = 
= x; (X)Y;» x;(0) = Zi j = 1,...,N. E' evidente che, se |y|s c, x(-.Z,y) 
è una famiglia di curve che soddisfano (2.a), (2.b), (2.c) con B = Bî a 
ove B, & da 8;jli 53 = 3 (PIPER cl 

‘Osserviamo ora che, se esistono A 3-+-39n E Bi tali che, 


vz,€ 2 3V intorno di z,, 3Y, € R", c, re R+ tali che 


(2.2.a) x;(t,2,y) - 2}? cri vtel o,t,), 


allora (2.c) è soddisfatta con a = a,+...+0,» 


n 

Poniamo infatti y; — ov; si ha: det (u, 3... su, )| 
2. t 1/2 _ 1/2 
= (det (U] 30 ++ 4g) (Up sean) = (det (qu, 3U, >); tas tn A 
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D'altra parte, il k-mo autovalore di (<u;U;>; ) è uguale 


Tdi 
2 n 
a min max Q(E), dove Q(E) = DI <U,,uDE, E, = 
Merci n-1 id i 75 
dim V=3k Ee Vn I 1,4=1 


- È x(t,z,y+AE)| E. IvjÈ ed è ben noto che v è la soluzione del 


A=0 
problema di Cauchy 


= C(t)v + Bi (E 


xax(t,z,y) * Bj(t) = B,(x(t,2,y)). 


Ora, se U(t) è l'operatore di evoluzione associato a Ct), 


= 3 8 00yI 


he 

v(t) = Teli (8) B,(5)E ds e, per le-nestre ipotesi, si può suppor- 
lo) 

re sempre ci s |U(s)] sc,, col < iu (| SC 


peucs)"!)"| sc, vs e to,t. vze V, vye B(y 2"). 


Dunque 


sy fa doi 
Iv(t)| = c, | U (s) B,(S)E ds| = C, (|U © B,(5)E ds| - 
lo) 0 


IS 
Lu i fi B, (0) E do) ds|) = 
ui SETSEIATAO (0) € do |ds). 
(0) 


Se proviamo allora che, per t abbastanza vicino a zero e 


V(z,y) € Vx B(y 3) 


t È da t 
(2.2.b) / | B,(0) E do] ds > (26,)” J Bj (5) E dsl, 
o o 0 


IN 

A 
_—_ 
gie) 
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18 

si può concludere che |v(t)| = cale f B(5) ds)E| e dunque che il k-mo 
o 

autovalore di (Ku; su; i.j = 1,...,N) è minorato, a meno di una costan- 


t t 
te, del k-mo autovalore di B, (s)ds che è A, (x(s,2,y))ds si 
(o) (o) 


= x;(t,2,y) - z; > c t°i. D'altra parte, 


t 5 n (ft (s 
| î| B(o)do) E| ds $ | ( A. (x(0,z,y)) do)|E.| £ 
o 0 j=1%0 o J J 


nurt t 
t | X.(x(0,2,y)) do)|E.|] s C,t tI] B(0) do) E], 
j=1/0 J y (0) 


IA 


dunque (2.2.b) è provata. 


D 


Esempio 2.3. Consideriamo, in un intorno dell'origine in R°, 
l'operatore L la cui forma quadratica sia 
2 2Y .2 
E, + If,» xo) E» 


dove ro re E. rod a,f(0) =... =3 


e Dt) (0) # 0. Proviamo che la matrice B = bi» SR 


1 0 
= B{ 
00 lf, 


definisce una struttura (my+2)-sub-riemanniana in un intorno dell'origi- 


ne. Sia x(t,z,y) la soluzione del problema di Cauchy 
k = By ; xo. 


si ha 
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(2.3.a) è verificata (2.2.a). 


L'affermazione è ovvia per j = 1, con a, = 1. Poniamo w = 


= x77Z, i SÎ ha, se B(y.» r)c R,xR, 


sr 


LAVA 


m ; 
è (8) = |F(2,sty, tz) I" y7 è I L, (9) #)(2) - 


(ty 51] - c2(Y) (ò + 1l9+1)v), Integrando e tenendo conto che 


w(s) < w(t) se s < t, si ha allora 


(= 
- 
È 
_ 
LV 


| LANA, ji ds - q, = 
m-1 a 
dit "I DI (37 Nye 
[o j=0 


+ (7 £)(2)s"/m!|'ds - ct") è C et, se t 


IA 
cet 
v 


(m) 


t, opportuno e 0 < CI So ‘(z2)s LA in V, perché 
Tia | EL al + En S ny ds è inferiormente limitato da una costante posi- 


tiva se En è lontano da zero e limitato. 
Inoltre 


(2.3.b) l'applicazione y + x(t,z,y) è iniettiva in B(yo® r). 

Infatti ce è sempre positiva: la cosa è ola sej=1, 
mentre se j = 2 l'affermazione discende dal fatto che —© è soluzione 
di un problema di Cauchy lineare non omogeneo con RR, noto 


If(x(t,z,y))|! che è positivo per t > .0 a causa di (2.3.a). 


Esempio 2.4. Si può verificare ([5]) che la matrice (y = 1) 
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1 0 0 
B()= fo pla! 
o xl 1 


definisce una struttura (3+2Y)-sub-riemanniana in R3; ciòsi applica allo 
3° + (lx, lf, * ig. Osserviamo che il più piccolo auto- 


valore di B è identicamente uguale a zero. 


operatore L 


3. Proviamo, ad esempio, che, se (2.d) è soddisfatta, allora 
sussiste (1.b). 


Per ogni t e to,t, , poniamo: 


u(z.t) = La u(x(t,z2,y))K(y), 
B(y 2") 


dove KE c, (B(y 0)» K=0, fa K = 1. Poiché, evidentemente, u(z,0) = 


= u(z), si può scrivere, Vze V 
to 
u(z) = u(z,t,) - f dt feat. vu(x(t.z,y))> K(y) = I, + I. 
lo) 


Stimiamo la norma di I. Si ha, se 2 < p < 2a/(a-2), 
p 
tg; L (WIIS 


to 
o V 


t t 
Al “sa gr ifoscianar tate.) vue(t,z,9))3!/*ky))9)P - (oa bi 
0 v 0 
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Poniamo ora x(t,z,y) =y' fil che è possibile per (2.a), (2.b) e (2.c)), 
B(y, 2°) = Se g(t,z,-) = (x(t,2,:)) 7; si ha: 


I, = Al ma) dy' <AVuly'), vu(y")31/? K(d(t,z,y')) - 
V x(t525$) 


- |det Stio I. 


Poniamo poi q = (1/p + 1/2); osserviamo che risulta: 


(3.a) i dy' K*($(t,2,y'))|det È (t,z2,9(t,2,y'))| 3 < 
Rn sE 
< c 43(1-9) q.d. perzeV 


( 

(3.b) ti, KI (9(t,z,y'))|det - (t,z,6(t,z,y'))|® < 
V 
<c x0(1-9) q.d. per y'e R" 


(si può sempre pensare di aver prolungato K(9(t,z,-)) con zero fuori di 


x(t,z,5)). Infatti, l'integrale in (3.a) è uguale a 


i dy K*(y)|det è (t,2,y)]!79 2 
s y 


(a causa di (2.c), dal momento che q > 1) 
sc, x2(1-9) / dy k9 (y) = 6% 190129) 
S 


Analogamente può essere provata la (3.b). Ora (3.a) e (3.b) permettono 


di applicare una diseguaglianza di Young generalizzata ([15], Téorema 
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Lal 12(1-9)/q f dy <(Avu)(y), vu(y)>)!/?, 
Q 


È 
e dnnaie Il dt 1,5 o) dy<(A vully), vu(y)>)!?, 
(o) (?) 


poiché a(1-9)/q = a(1/p - 1/2)> - 1. 


La stima di I, è poi analoga. 


La prova di (1.c) è tecnicamente più delicata; in sostanza, 


osservato che (fan ba £ fa dz|u(x) - u(2)1È, si riduce questo in 
B(x,p) B(x,p)xB(x,9) i 
tegrale su B(x, p) x B(X,0) ad un integrale su B(x, p) x B(E, p), dove 


E è scelto în modo che i fasci di curve x(-, E, y) uscenti da un punto 
E € B(E,0) coprano, al variare di y e B(Yo? r), tutta la sfera B(x,0). 
Succevvisamente si esprime u(x)-u(z) tramite un integrale sulle curve 
sub-unitarie e si integra prima su B(x,p) e poi su B(E,p) 0 viceversa a 


seconda che t sia lontano o vicino a zero (si veda [7]). 
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APPENDICE A. Supponiamo verificate (1.b) e (1.c); con il pro 
cedimento iterativo di Moser modificato si prova che, se u è una solu- 
zione debole di Lu = 0, u> 0, allora, fissato x e Q, esistono RR? 
8B>0, Ck > 0 (indipendenti da u) tali che 
vpel co I, wr, p,R>0, R|2 <p Sr <RSRsi ha: 


(A.1) Sup u sc th pi VE, dx. 
B(x,p) sù: B(x,r) 


Inoltre, sempre con la stessa tecnica, si può provare che, se 


ne cla), allora, posto v = log u 
2 2 
(A.2) Le RANORETO dx (< AVn, IM>+ n). 
R" RN 


Sia allora Po la costante di (1.c), e sian= 1 su B(x, Po)» 
0sns1,suppnc B(x, 20, ). Indichiamo con 9 (s) l'insieme {x e B(x,r); 


logu<-s+v,}. Si talora, vs> 0, vrel0,p,Î: 


1 
su(Q°( ef vv) $ hg dx|v-v,.| < 


(s) B(x,r) 


(per ( a, Pica da ni <i> E 
B(x,r) RN 


G 
(per (A.2)) C, f dx(< AVn, Vn > è né) = Co(p_). 
Rn 20 


Dunque 3 O = C3 (0) tale che, yr £ > si ha: 


(A.3) u({xe B(x,r); log u< -s + v.3) < C sg! 


e, analogamente 


(A.4) u({x e B(x,r); log u > a s}) <C 
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La diseguaglianza di Harnack per la sfera B(x, r) segue allo- 
ra da (A.1), (A.3) e (A.4) grazie al seguente lemma di Bombieri-Moser 
([13], Lemma 3). 


Lemma. Sia {Q(t), te (1/2, 1]1F una famiglia di sottoinsie- 
mi misurabili di R tali che Q(t)c Q(t) set st, e sia wi: (1) + R 


una funzione misurabile e positiva tale che: 


O) spws ct (001) f e. 
Qt) o(t) 


vt.r, IR:sT ELI, pel 0,11 


ii) u(fxe Q(1); log w > s}) sc, u (01) s° 


per convenienti 8 e GS R,- Allora esiste y = Y(B, Co) > 0 tale che 


SUp WS vY. 
Q(1/2) _ 
Basterà infatti scegliere Q(t) = B(x, 2t R)ew= exp(-v_)u 


-1 x ; i , 
e exp(v.)U , successivamente. L'estensione poi al caso di un compatto K 


qualsiasi è classica. 
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